. . . . ag
e Dimostriamo che se lim (agy; —ax) = L allora lim — =L
k——+oco k——+o0 k

Sia L finito. Per ipotesi sappiamo che Ve dv.:k>v. = L—¢c<apy1 —ar < L+¢e. Per un
qualsiasi intero k > v, scriviamo (agy1 — ag) + (ag+2 — ak41) + (ag+s — aks2) + ...+ (Qprnt1 —
n n

Aktn) = Z(ak+j+]_ — Qfyj) = Qkyn+1 — a € otteniamo (n+1)(L —¢) < Z(ak+j+1 —apyj) <

j=0 §=0
(n+1)(L+¢€)ossia (n+1)(L—¢) < aksnt1 —ar < (n+1)(L+¢). Ora dividiamo per k+n+1
n + Qf4n+1 ay n+1 .
tt do —— (L —¢) < — < L
0 eneri Ok+n+1( £) —— k—i—n—l—ll k;—i—n—i—l( + ¢) ossia
n+ ag Ak+n+1 n+ ag
TS (- < L
T L o L Iy T i L S

Per il Teorema del confronto si ha il risultato.
e Sia L. = 4-00. Per ipotesi sappiamo che V M > 03 vy, 1k > vay = ags1 —ar > M. Ripetendo
n

il ragionamento di prima arriviamo a @, 4 ,+1 — ar = E (@k4j+1 — ak+j) > (n+1)M. Dividendo

=0
n
— i—o\Qk+j+1 — Ok4j 1
per n + k + 1 si arriva a a7;+—i+li+lak = ZJ_O(n —:31:41_1 +3) > n:L—Z—i—lM e per n — 400

si arriva al risultato.

L’ipotesi che L = —oo ¢ del tutto analoga.

. N .. .. . . . (079 .
e Si pud dare un esempio in cui lim,,_, ;oo (a@n4+1 — @) Non esista ma esista lim — esiste.
n—t+oo N

Basta prendere a,, = (—1)".

. . Gk41 . . . N .
e Per l'altro limite lim —% = lim {/a, la dimostrazione ¢ la seguente (ora supponiamo
k—-+oo ag n—-+o00o
che aj > 0)
. . ar41 . N . .. .
Sia L = khm R supponiamo che L ¢ finito. Per definizione sappiamo che k& > k. =
—+oo Ak

ap(L —¢€) < apy1 < (L4 ¢€)ay da cui segue ap_1(L —€)?* < apnp1 < (L+¢€)%an_1 conn—1> k.

(si ricordi ay > 0) e quindi ay_(L—e)" % < a, < (L+€)" *<ay, che & come dire Jim a/¥ =1L
— 400
k€

ke
in quanto possiamo scrivere a,lcin(L —o)lm W <al/" < (L+ 6)1_7a,1€£”.
Se L — e < 0 si scrive 0 < a,, < (L +¢)" *<qy,_ e il discorso continua a valere.

Se L = +oo allora k > kyy = apy1 > Mag e quindi a,, > M”_kMakM da cui klim ai/k = 400.
——+00

a
Naturalmente se esiste lim a,lf/ " non & detto che esista lim ——t. Si prenda la successione
k—+oo k—+4oc0 ag
1 k pari
ap = . .
1/2 dispari
. Inn . . . Inn ) .
e Sapendo che lim —— = 0 dimostriamo che lim —— = 0 per ogni a > 0. Abbiamo
n—+oco n n—-4oo N
Inn 1 In(n® Inn
— = = (a ) Sappiamo che Ve >0dv.: n > 1. = —— <. Se ora prendiamo tutti gli
n a n n

a

n per cui n* > v, ossia n > [(v¢)?] abbiamo che <e
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